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Derivacao dos Simbolos de Christoffel via Formalismo Lagrangeano

Derivation of the Christoffel Symbols via Lagrangean Formalism
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Resumo

Neste trabalho é utilizado para descrever as equagdes geodésicas baseadas em derivadas covariantes sdo derivadas das
equacdes de Euler-Lagrange em primeiro lugar, e como o formalismo de Euler-Lagrange é muito intuitivo, facil de
derivar sem erros, ha todos os motivos para usa-los mesmo para as mais situagdes complicadas. No presente trabalho
mostramos a aplicagéo das equacfes lagrangianas para o cendrio principal para obtencéo dos Simbolos de Christoffel e
as demonstracBes de muitas relagbes que servirdo para resolucdo de problemas na relatividade geral, teoria da
elasticidade, mecénica dos fluidos e eletromagnetismo. Os simbolos de Christoffel representam 6timas relacdes para
tensor métrico, que representa uma assinatura geométrica no espago tridimensional para uma variedade riemanniana.

Palavras-chave : Simbolos de Christoffel; Equacfes de Euler-Lagrange; Tensor Métrico.

Abstract

In this work it is used to describe the geodetic equations based on covariant derivatives are derived from the Euler-
Lagrange equations first, and since the Euler-Lagrange formalism is very intuitive, easy to derive without errors there are
all the reasons to use it, even for the most complicated situations. In the present work we show the application of the
Lagrangian equations for the main scenario to obtain the Christoffel Symbols and the demonstrations of many
relationships that will be used to solve problems in general relativity, elasticity theory, fluid mechanics and
electromagnetism. The Christoffel symbols represent excellent relations for metric tensor, which represents a geometric
signature in three-dimensional space for a Riemannian variety.

Keywords: Christoffel symbols; Euler-Lagrange equations; Metric tensor.

1. INTRODUCAO ds? = gaﬂdx“dxﬂ 1)
Qualquer espaco que possa ser caracterizado por

Além disso, estamos usando a convencdo de soma de
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Einstein na qual somamos os indices repetidos que
ocorrem como um par subscrito e sobrescrito.

Para a equacdo geodésica, usamos o principio
variacional que afirma que as particulas de teste de queda
livre seguem um caminho entre dois pontos no espaco-
tempo que termina o tempo adequado, do tipo 1. O tempo

adequado é definido por,

dz? =—ds? @)

Entdo, formalmente, temos [2]:

A7, = ji«/—dsz = T\/—gaﬁdx“dxﬁ 3)
A A

Para escrever isso como uma integral que podemos

calcular, consideramos uma linha de curva parametrizada,

X =x“ (G ) ,onde o pardmetro 6=0 no ponto A e c=1
no ponto B. Entdo, escreveremos,

1
1 dx? dx? |2 ¢ |(dx*
(g, ZE o[ 2 x| o @
fre ﬂgaﬁ do do I do o

0
XO!
Aqui n6s introduzimos o Lagrangiano, L d—, X“
o

Notamos também que
dr
L=—
do
()

, pode ser escrita como um a fungéo do seguinte tipo,

f = f(z(o)) usando a regra da cadeia, teremos:

df df dr | df
do drdo  dr
(6)

NOs usaremos isso mais tarde para alterar as
derivadas em relagdo ao nosso parametro arbitrario ¢ para
derivados em rela¢do ao tempo adequado para t. Usando o

método variacional como visto na Mecanica Classica,

obtemos as equagdes de Euler-Lagrange na forma,

_i oL N oL

d 7 7

c a(dx) OX
do

Vamos cuidadosamente calcular essas derivadas para

=0

Y]

a métrica geral. Primeiro encontramos,

oL 109, dx* dx” L 0dg,, dx” dx”
ox” 2L ox’ do do 2 ox dr dr
(8)

As o derivadas foram convertidas em 1 derivadas.

Agora nos calcularemos,

= & ——ig @5 +ﬂ§ =
' W de ¥ do ¥

do gaﬂb‘ay +% gaﬂé‘/}y

+ L — -
do Got o do

oL 1[dx” 'S ]_ 1 [dx/’ dx“] 1

= . =T - =7 ga'/
s dx’ 2L 2L L™
do

do

©)
Na ultima etapa, usamos a simetria da métrica e o

fato de que a e P sdo indices mudos.

A | a1 ee)
L™ do

do a[gj Tdo
do

d oL d?x* dg,, dx* d?x*  0g,, dx” dx“
=>-— ~ =L 9 o+ =Y 9% ot
do 5 [ 7 dr dr dr dr ox” dr dr
do
d oL

2 ,a o o a s
1 [g, 9% 3% 20, 0
dz® 2{ ox ox* ) dr dr

(10)

Novamente, usamos a simetria da métrica e a

reindexacdo de indices repetidos. Além disso, eliminamos



as aparéncias de L alterando as derivadas em relacdo ao

tempo adequado. Até agora nés descobrimos que:

df o | a
- +—=0=>

do dx ox’
da

e 1(dy, @ T La ’
L{g 0% +2[ 0, gyﬁjdx dx} L 4g,, dx" dx

7 g o o dr dr | 2 ¢ dr dr
11)
Reorganizando os termos do lado direito e alterando
os indices mudos a para vy, teremos [3]:
d’x” 109, dx* dx” 1(09,, 0g,ﬂ dx* dx”
gaﬂ 2 "5 Ay B +
dz® 2 ox” dr dr 2{ ox
2ya a a a a g
jgaﬁd x2 _ 1 90/,],+ 9 9,;,; dx dij
dr 2| ox”  ox* ox' |dr dr
dix {6% +5gyp 6g§p}dx dx”
2

=Q == By
Jep dr? ol oo’ X

dr dr
dx“ dx’ dx”?

=8 g0 \0) 55

(12)

Nos encontramos a equagdo lagrangeana

d®x* ( w)dx‘S dx”
de2
(13)
,onde satisfazem o0s simbolos Christoffel, e

escrevendo:

ag agyﬂ ag;f/?
1“ +——— (14)

dor\L 2| axf X’ ox
Este é um sistema linear de equacBes para 0s
simbolos de Christoffel. Se a métrica é diagonal no
sistema de coordenadas, entdo o célculo € relativamente

simples, pois ha apenas um termo no lado esquerdo da

Equacdo (14). Em geral, é necessario usar 0 inverso

matricial de (. Além disso, vocé deve notar que o

simbolo Christoffel é simétrico nos indices mais baixos.

_—
dr dr

(ra‘ﬂ) - (Fﬁa‘) (15)
Podemos resolver os simbolos de Christoffel

introduzindo o inverso da métrica (ou seja, o Delta de

Kronecker), g™ que satisfaz,

; _ SH
9”9, =0, (16)
Aqui, 02 p#a € o delta de Kronecker, que

desaparece para (/ # ¢ € € um caso contrario. Entéo,

9 wgayrgﬂ ﬂraﬁ Féﬁ 17

Assim sendo, obtemos finalmente a expressdo

matematica para o simbolos de Christoffel ,

1 {agyg L9 695,;}

‘ll_
F‘sﬂ_ig’” ox?P  ox?  ox

(18)
Ainda podemos encontrar em de forma mais usual

em outras literaturas:

k k k . 1 K ag ag ag
"= — km lk — m im jm — YYim
F” {i j} : [” ] 2g ox! ’ ox - ox"

ou

09, 00
[, k)= 2| B, BBl sy 1
2l ox! X'
(19)

, que também é chamado de simbolos de Christoffel

de indice 3 de primeiro tipo.

1. ALGUMAS PROPRIEDADES DOS SIMBOLOS
DE CHRISTOFFEL E SUAS PROVAS

Nesta secdo, deduzimos varias propriedades e
identidades envolvendo os simbolos de Christoffel, que
serdo Uteis para o desenvimento da Teoria da Elasticidade,
Teoria da Relatividade Geral e de Campos, Geometria
Diferencial como também para a Mecénica dos Fluidos e

do Eletromanagnetismo [4].
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TEOREMA 1. Os simbolos de Christoffel [ij, k] e
k o o
. . Sdo simétricos em relagdo aos indicesi e j.
]

Prova: Usando o simbolo de Christoffel simbolos do
primeiro tipo, teremos que:

0 09, 09
[ij,k] = {ag';‘ + axjik — GXkJ} (20)

Intercalando i e j, obtemos o seguinte:

09 i 89 0g;;
i.k]= i ik ji 21
LitkI= [8x ox! 8x"} &
Logo,
ik]=2| =+ -—=1 DB, B B | K
LK 2{@' X 26x‘ X o (K
(22)

desde que gy = J;; isto nos revela que o simbolo de

Christoffel do primeiro tipo é definido pela Eq. (19) é do

tipo simétrica em relagdo aos indicesii e j.

TEOREMA 2. Para provar isso,

k
DIij,ml =9, {i j}

i[ik, j1+[ ik, |]_ g” (23)

i) 1 =g {. ik}‘gm{mj k}

Prova: i) Pelo simbolo de Christoffel de segundo tipo,

teremos que:

k K
{. .}zg [ij.1] (24)
i

Multiplicando esta equagéo por g, ,0btemos:

k
{ J} 90 [ij.11= gkm{i j}=5n'1[ij,l]:>
{ k } | | {1,I:m
= Oin Oplils 1], 0,
] 0, #m

k) .
i { .}=[IJ,|]
i

ii) Usando a defini¢do do simbolo de Christoffel do

(25)

primeiro tipo, obtemos:

lik, ][ jk.i] = { gk'+ag”_agi_k}+

ox' oxt ox!
+E ag'f‘+agji—agj.k =
2| ox) ax* X
. o 1_89- 09 09
ik, k,i]==| =Kk e 20—
=l 1+ 1] 2| ox’ T axk}
... 1[0g; &g,
3[lk,J]+[Jk,l]=§ axj a‘,} 0; =0;
o 1_ ag; | 99
Kk, k,il]== =20 25
:[I J]+[J I] 2_ aX:| 6X kglj

(26)
iii) Desde que g”—gIj = é‘li ,.entdo diferenciando-o para

xK , obtemos:

0 i AW: Li=I
a—(g‘g“) k( )'5' ={o,i;»fl
ij 8g|' ag”
950 o gr 0
(26)

Multiplicando esta equag&o (26) por g '™ obtemos:



. mag N P ij
g9'g' a_|kj+gl 9|jag_k:0

ag"

1 mag
g' v —gig" =L

ox*
ag" i m 09
oM _gigh 2
booxk 9’9 ox*
aglm i ~Im : . a9y
=— Ik, k, I},
F =99 {0k, j1+[ ik, 17} &

aglm

-9 {g" ({[k, j1+Ljk.11})}

m

0

Im

~g"{({g"Ik, i1+ g"Lik.11})}

Saa MR

ag|m g'm{ gu[|k i1+ 9"k, I]})}
l

g|
89'

(27)

Intercalando m e j, obtemos o seguinte:

aiij__ 1j I _ im J
6x"_ U kY Im

- _ ij I _im J Ij: jl
ax g {I k g m k 9 g

(28)
Como queriamos provar finalmente.
TEOREMA 3. Para mostrar que

DR

ox?

Prova: A forma matricial de g, € [5]:

={lk, j1+[ik, 1T}

O30 92 91 - On
On 92 O - 0Oy

Oik =| 91 9% O - Us (30)

gml gm2 gm3'“ gmn

90 92 Qi - O
00 O Oy - Oy
O = |gik| =191 93 93 - 05 (31)

O Ymz Gns gmn_

Mas, sabemos que @, 9" = o, ,fazendo | =Kk teremos

que gikgik =5|f =1,assim
W oG
9" =[0] 1:Fk:>g = 0yGy, (32)

Derivando parcialmente g, , ficaremos com,

g Wy

095 Ok

8_g: ag ag“_( -G ag“_( :ggikég_n_(
xoag, ox! ¢ oax! ox!

(33)

lﬁ_g'k% 109y
g ox’ o' g ox

169 ik ik
T ={ g Lik.i]+ ¢ [ij K1}

gox’ |j k| I ]

como k é indices mudos,teremos:

=gik{[Jk,i]+[ij,k]},ggX',k={[jk,i]+[ij,k]}

(34)



1 g [ i

——==9  tH+y. =

g ox’ {j |} {j |}

:>-1~§9r::2 _I _ :>-i£—£%l-: _I =
g ox’ joi 2g ox? ] i

ox? j i
i 1
==0.lo
3{1 i} 21799

Como queriamos provar finalmente.

(34)

CONCLUSAO

Mostramos a derivacdo das equagdes de
movimento através do formalismo de Euler-Lagrange para
obtencdo dos Simbolos de Christoffele suas relagdes e
provas. Utilizam-se os simbolos de Christoffel sempre que
calculos praticos que implicam geometria devam ser
realizados, pois permitem que célculos muito complexos
sejam realizados sem confusdo. Inversamente, a notacao
formal, sem indices, para a conexdo de Levi-Civita é
elegante para estudos sevirdo para resolugdo de problemas
na relatividade geral, teoria da elasticidade, mecanica dos

fluidos e eletromagnetismo.
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